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1. INTRODUCAO

O presente texto tem como objetivo apresentar a resolucdo e uma
discussao dos aspectos teoéricos envolvidos no Fxercicio de Modelagem e
Simula¢ao Computacional 2 (EMSC 2) de 2015, que fez parte da disciplina
PME3200 — Mecanica II.

No exercicio, foi realizada a modelagem matematica do seguinte sistema:
uma esfera de massa m, aproximada como um ponto material P, que poderia
se movimentar sem atrito por um plano horizontal; essa massa estaria ligada
aos pontos A e B, em paredes fixas e que distam a do ponto de equilibrio O,

por duas molas ideais e idénticas de comprimento natural I e constante k.

A ideia era estudar a dinAmica da massa,
ao desloca-la arbitrariamente do equilibrio,
: como ilustrado na figura ao lado. Isto é, buscar
P entender como os diversos parametros

envolvidos influenciavam nas equagoes de

a movimento do sistema; estudar a sua

L estabilidade e os pontos de equilibrio; e,

finalmente, realizar uma série de simulagoes

Figura 1: Sistema em estudo para comparar com os resultados analiticos.

Assim, reproduziremos todo o estudo realizado, bem como adicionaremos
uma maior discussao tanto dos conceitos fisicos e matematicos envolvidos na
modelagem, quanto da interpretagao dos resultados das simulacoes e a relagao
com outros sistemas anélogos de interesse.



2. EQUACIONAMENTO DO SISTEMA

A modelagem do sistema foi realizada utilizando-se as equacoes de
movimento de Lagrange. Para um sistema com N coordenadas generalizadas
as equacoes de Lagrange podem ser dadas por:

meNEn ., para k=1,2,...,

Em que g, é a k-ésima coordenada generalizada, Q, a forca generalizada
corresponde e L = T - V a lagrangeana do sistema, sendo T a energia cinética
e V a energia potencial.

No sistema do EMSC ¢é possivel escolher como coordenadas generalizadas
as coordenadas usuais (z, y), que descrevem completamente o seu movimento.
Com essas coordenadas, tem-se que:

i.  Enmergia Cinética - sendo a massa (m), um ponto material P(z, )

tem sua energia cinética dada por:

.. 1 ) .2 . dx . dy
T(x,y)=—m(Xx"+y"),sendo x=— e y=—2
(+.3) 2 ( g ) a T

ii. Energia Potencial - a energia potencial sera devida

exclusivamente as molas, sendo, portanto, da forma:

V=%K (AL2A+AL§), em que AL, é a variagdo do comprimento de

cada uma das molas (A e B). Mas, vale que:

AL, =(P-A)-lj =xi +[(y-a)-1]
AL, =(P-B)-lj =xi +[(y+a)-11j

E assim, finalmente, chega-se em:

1
Vix,y)=—K
(x,y) 5

( x2+(y—a)2 —l)2+( xz+(y+a)2 —1)2]

Tendo as energias cinética e potencial, estamos em condicdo de escrever a
lagrangeana do sistema, que serda dada por:

2

+( x2+(y+a)2_zﬂ

L=T(,3)-V(x,y)= %m(xz +y'2)—%1<[( X +(y-a)’ —1)



Como nao ha forcas nao-conservativas atuando, tem-se todas as
informagoes necessarias para aplicar as equagoes de Lagrange as coordenadas
(x,¥), de modo a obter as equagdes de movimento do sistema:

' i(%)-%m mi+K|2x-1 <N S—
dr\ax) ox _ J+(y=a) @ +(y+a) |

9 = <
d(oL)_oL _ _ _
dr\ay) oy my+K|2y-l| —2=%4 _, Y*d -0

. \/x2+(y—a)2 \/x2+(y+a)2

De cara, ja é possivel perceber que o sistema de equacdes diferenciais
obtidos é extremamente nao-linear, dado que os termos originarios do
potencial foram responsaveis pelo aparecimento de raizes do quadrado das
coordenadas envolvidas em cada uma das equagoes.

A nao-linearidade dessas equagdes, por sua vez, permite que se imagine
um comportamento cadtico das suas solugoes e, além disso, que os fenémenos
associados a esse comportamento cadtico sejam influenciados pela configuragao
das molas. Isto é, se as molas estdo inicialmente comprimidas, relaxadas ou
alongadas. Afinal, isso influencia no potencial gerado e, consequentemente, na
linearidade das equagoes de movimento.

Nesse sentido, justifica-se a introdugao, desde ja, do parametro o (real e
positivo), definido por: a = 4

Ou seja, esse parametro é a razdo entre o comprimento natural (I) da
mola pela distancia do ponto O as paredes (a), de modo que, para trés
intervalos de valores de a é possivel associar um significado fisico importante:

0 <a < I = molas alongadas

a = 1= molas relaxadas
a > 1= molas comprimidas

3. ANALISE DO EQUILIBRIO

Com essas defini¢oes, é possivel iniciar a investigacdo da dindmica do
sistema. De maneira geral, ¢ uma boa ideia iniciar a analise através dos pontos
de equilibrio, uma vez que, fisicamente, esses pontos sdo aqueles em que, ao se
liberar o sistema com velocidade inicial nula, esse sistema permanecera em sua
configuracao inicial para todo instante de tempo. Ou seja, matematicamente,
pontos de equilibrio representam as solugoes constante das equagoes de
movimento.



Nesse sentido, podemos estabelecer uma condicdo para encontrar os
configuragdes de equilibrio. Um ponto P, = (q,’,...,qy") € dito ponto de
equilibrio de um sistema com N coordenadas generalizadas se satisfaz o
conjunto de N equagoes dadas por:

Veja que, de fato, isso nos garante solugbes constantes para um sistema
liberado com velocidade inicial nula. Suponha um sistema conservativo
genérico, de modo que a lagrangeana (na maioria dos casos classicos) é dada
por:

1 .2 .2 .2
L= Em(ql +q, +...+qy)-V(q,,9,,--.qy)
A equacado de movimento para a k-ésima coordenada serd entao:

mq, + A4 =0
g,

Que é, simplesmente, a segunda lei de Newton. Pelo nosso critério de
equilibrio, se no ponto P, a derivada parcial se anula para todo k chegamos a
conclusdao que a aceleracdo em cada coordenada também é zero e como, por
hipotese, o sistema é liberado do repouso, ele assim permanecera para sempre.
Isto é, a solugdo da equagdo de movimento de fato é constante e igual a P,,.

E importante notar que nesse caso do sistema conservativo, o critério de

equilibrio se traduz em encontrar os pontos em que a forca conservativa se

anula, uma vez que (para ¢,,..., gy coordenadas cartesianas usuais):
- Jd - 0 . 0 -
F = —VV, com V= _qla_QQa---a_QN
dgq,  09q, gy

Ou seja, se em um ponto a derivada do potencial se anula para todo Kk,
isso significa que o gradiente é nulo e, assim, a forca atuante no sistema ¢é nula
nesse ponto em questdo (que é justamente a nogdo fundamental de equilibrio
mecanico). De qualquer forma, o critério apresentado continua valido em
situagbes um pouco mais gerais e a melhor maneira de interpretd-lo é

pensando que os pontos de equilibrio devem respeitar a condicdo de serem



extremantes da funcdo potencial, o que pode nao significar necessariamente
forca nula, como sera possivel ver mais adiante.

Vamos, entdo, achar os pontos de equilibrio do sistema proposto no
EMSC usando esse critério. Isto €, precisamos resolver o sistema de equagoes

dado por:
av Kelo-f| — 1 41 -0 (1)
e \/x2+(y—a)2 \/x2+(y+a)2
X — J
v :
ay K|2y-1| == 2L ||-0 (2)
J¥+(y—a) ¥ +(v+a)

Por inspecéo, néo é dificil de verificar que o ponto P, = (0,0) é solugdo do
sistema. Isso é um indicativo de que nossas consideracoes sobre equilibrio sao
razoaveis, afinal esse ponto é justamente o ponto O, recebendo, por isso, o
nome de equilibrio trivial.

Além desse ponto, para x = 0, é possivel ver, usando a equacdo (2), que os
pontos (0, I) e (0, -I) também sdo solugoes do sistema. Veja que esses dois
pontos representam a massa nas posicoes A e B, respectivamente. No entanto,
é estranho imaginar que esses fossem pontos de equilibrio, ja que, como as
duas molas sdo idénticas e estdo sob solicita¢oes opostas (uma completamente
comprimida e a outra completamente esticada) deveria se esperar uma forga
resultante maxima e tendendo a expulsar a massa desses pontos. Na realidade,
0 que ocorre é uma espécie de equilibrio dindmico, cuja anéalise foge do nosso
interesse nesse texto.

Por dltimo, para y = 0, realizando um certo trabalho algébrico, fica claro
que & preciso ter x = + ava? — 1 para que o sistema acima seja véalido
(lembrando que definimos o parametro @ como a = a/l), o que nos da mais 2
pontos de equilibrio.

Desses cinco pontos encontrados, os dois iltimos sdo os mais interessantes,
pois existe uma restricdo embutida na sua existéncia: ¢ =1, uma vez que
estamos nos limitando a valores reais de x e y. Ou seja, conforme variamos o
parametro a (o que, lembre-se, significa alterar o estado de tensdo inicial das
molas) obteremos diferentes pontos de equilibrio no nosso sistema.

Assim, se @ < 1 (as molas estdo alongadas), teremos apenas a origem e os
pontos simétricos ao eixo z como sendo de equilibrio. Para @ =1 (molas
relaxadas) as solugoes (0, ava? — 1) se reduzem a um tnico ponto que
coincide com a origem, de modo que o equilibrio é similar ao caso anterior.
Evidentemente, para @ > 1 (molas comprimidas) essas solug¢oes se tornam dois
pontos simétricos em relacdo a origem e que estdo sob o eixo y. Conforme «a



cresce, ou seja, quanto mais alongadas ficam as molas, esses pontos de
equilibrio se afastam um do outro.

Um comportamento como esse, em que determinadas condigoes de
equilibrio variam com um parametro, recebe o nome de bifurcacao, mas
também é possivel encontrar o termo quebra (espontanea) de simetria. Esses
nomes sao bastante adequados, afinal, analisando nosso caso, o que acontece é
que temos um tnico ponto de equilibrio no eixo y até o valor critico de a@ = 1,
quando as posigoes de equilibrio se dividem em duas e se afastam (bifurcam),
como é possivel ver no chamado diagrama de bifurcagao abaixo:

Diagrama de bifurcagdo do parametro o

4. ANALISE DE ESTABILIDADE

Sendo conhecidos os pontos de equilibrio o caminho mais natural a seguir
é tentar classificad-los quanto a sua estabilidade, afinal, ainda mais importante
do que conhecer os pontos em que o sistema pode se equilibrar é conseguir
decidir para quais desse pontos o equilibrio é “mais natural”.

Mais precisamente, ao estudarmos estabilidade estamos interessados em
saber qual é o efeito de pequenas perturbacodes no sistema, que retiram-no de
suas posicoes de equilibrio. A nossa classificagdo dependera, entdo, da forma
com que o sistema evolui a partir dessa pequena perturbagdo: se o sistema
tender a voltar ao ponto de equilibrio, teremos o chamado equilibrio estavel;
caso contrério, isto é, se o sistema se afasta arbitrariamente desse ponto,
teremos um equilibrio instavel.

O interessante dessa ideia de “pequenas perturbagoes” é que ela
imediatamente se relaciona com a ideia de linearizacao. Isso porque, se
estamos considerando quantias pequenas, os termos quadraticos ou de ordem
mais elevada acabam se tornando pequenos o suficiente para serem
desprezados.

Assim, o que podemos fazer é juntar as ideias de analise de estabilidade e

linearizacdo: vamos linearizar as equacdoes de movimento e estudar sua



estabilidade em torno dos pontos de equilibrio encontrados; a partir disso,
poderemos extrapolar nossas conclusoes para o sistema original.

Uma possibilidade de se proceder para linearizar as equacgoes é através das
proprias equagoes de movimento de Lagrange, isto é, tentar garantir que, ao
utilizarmos essas equagoes, tenhamos como resultado equagoes lineares. Para
isso, é importante olhar a forma geral das equagoes de Lagrange para um
sistema conservativo qualquer de N dimensdes (com a lagrangeana
explicitada):

d( a 9
N2 T-v)|-=T-V)=0

O ponto fundamental da linearizacdo estd no efeito, em T e V, das
operacoes de derivagdo realizadas ao se aplicar essas equacdes. Em primeiro
lugar, deriva-se T e V com relacao as velocidades generalizadas. Ora, o
potencial conservativo V, em geral, é assumido como sendo fun¢éo apenas das
posicoes, de modo que se anula:

V=V(q,-qy)= g_V =0, Vk

9k

Por outro lado, para vermos o que ocorre com a energia cinética T, é
preciso fazer algumas consideragoes extras para reescrevé-la de forma
conveniente. Para um sistema com n particulas, por exemplo, T é assumida
como sendo da forma:

Em que v, é a velocidade da i-ésima particula. Mas, sendo a velocidade a

derivada temporal do vetor posicdo 7 que, por sua vez, é funcao das k

l

coordenadas generalizadas e, eventualmente, do tempo, ficamos com:

o & . T
ri=ri(Q1’---9qNat):>Vi=_= _qk+5

dt aq,

& N\ g, o \“ag, T o



Acima usamos a regra da cadeia para derivar 7, e substituimos o resultado

obtido na expressao anterior para a energia cinética. Abrindo a equacdo
obtida, chegamos em:

1 ar ar or. or. . .
1232 EE a4, _EE "3q, g, "

i i i

Mas, na maioria dos casos 7, ndo depende explicitamente do tempo, de

modo que a energia cinética se reduz a:

=%22m,§_};2_’3%% =%Emqukql , com My, =Emla_i_’;8_7l

ikl q, 24, il ; dq, 9q,

Finalmente, a expressao de m,, sugere que podemos reescrever essa

expressao em uma notagdo matricial, uma vez que é possivel interpretar k e 1

como indices das linhas e colunas, respectivamente, de uma matriz NxN

(afinal, temos N coordenadas generalizadas), chamada matriz de massa (M).
Definindo, entdo, ¢ (sem subscrito) como sendo o vetor de velocidades

generalizadas, obtemos a seguinte expressao matricial para a energia cinética
de um sistema de particulas:

. . . 1., .
qf=[ G - qy ]=>T=5quq

Agora estamos em condigoes de avaliar o efeito de derivarmos T em
relacdo a velocidade generalizada nas equacoes de Lagrange. Lembrando que
estamos interessados em linearizar em torno do ponto do equilibrio, é possivel
perceber que essa informacao sobre a posicao influencia eventualmente apenas

no valor da matriz de massa. Por isso, chamando simplesmente de m,, os
F, : . o1, .
elementos m,’ da matriz de massa avaliados no ponto de equilibrio P,,

teremos:

oT o(1l.,. . - )
_.=_.(§q MQ)=EmZ 9, =Emkl 9
/ /

dgq, 9q,

Aqui é importante perceber a sutileza: cada entrada da matriz de massa é
constante e as velocidades generalizadas sdo, no méximo, quadraticas em cada
coordenada, de modo que a derivagao acima de fato resulta em algo linear nas
velocidades generalizadas.



Assim, usando todos os resultados anteriores, a “primeira parte das
equagoes” de Lagrange em torno de um ponto de equilibrio resulta, para cada

k, em:

d(| o
—|—T=-V)|= Em q
dt(ac'jk( )) - uds

Isto ¢, lembrando mais uma vez que m, ¢ apenas um numero, essa

primeira parte realmente é linear nas aceleragoes generalizadas. Resta agora a
derivada de T e de V com relacado as posicoes generalizadas, em torno do
mesmo ponto de equilibrio. A energia cinética dessa vez se anula, pois sendo a
matriz de massa constante, T é funcao apenas das velocidades generalizadas:

(Lo
g, 9g,\2

Resta investigar o que ocorre com o potencial. Intuitivamente, como
iremos derivar uma vez em relagdo as posi¢oes, podemos imaginar que
deveremos ter um potencial paraboélico em torno do ponto de equilibrio, afinal
as equagoes de Lagrange o tornariam linear. Vamos proceder, entdo, nesse
sentido: realizaremos um expansao em série de Taylor centrada no mesmo
ponto de equilibrio P, da fungdo potencial e pegaremos apenas os termos até
segunda ordem. Assim:

v 1 3’V
VI(g,ssqy )=V, + (—) q, +— ( ) q.q, +-..
( 1 N) 0 2 3 . k 2}(21 aqka s 4

k

Sendo P,um ponto de equilibrio o segundo termo, de acordo com nosso
critério de equilibrio, se anula. Além disso, sendo V, uma constante e que,
portanto, some ao ser derivada podemos toma-la como sendo zero, o que nos

da:

1
V=52

k.l

949 == ), Vudi4; , com Vu =
dq,9q, R ) ] e 99,99, B

Como fizemos com a energia cinética, podemos interpretar v,, como sendo

o elemento da linha k e da coluna [ de uma matriz NxN, que denotaremos por
K e chamaremos de matriz de rigidez.



Assim, definindo ¢ (sem subscrito) como sendo o vetor de posi¢oes

generalizadas podemos reescrever a expressao anterior em notacao matricial:
1, p
V=5q Kq7 com 4 =| ¢, ... {y

Entao a “segunda parte” das equacbdes de Lagrange nos garantem para
cada k:

0 oV d (1
-——(T-V)=—=—/|=¢'Kq =2vkl%
9g, dq, 9g, \2 /

De novo, como cada v, é apenas um ntmero, o resultado final foi algo

realmente linear em cada posicdo generalizada. Juntando os dois resultados
obtidos, em notacdo matricial, as equacdes de movimento do sistema se
tornam:

Mij+Kq=0

Veja que para cada coordenada k (linhas dos vetores e das matrizes) a
multiplicacdo entre matrizes e vetores nos retornam as somas nos indices [
(colunas das matrizes) que haviamos obtido anteriormente. Mas a questao
principal é que finalmente chegamos em equagdes de movimento linearizadas
em torno de um ponto de equilibrio P, e agora podemos analisar a estabilidade
desse ponto de equilibrio.

Para motivar o critério de estabilidade é valido realizar uma analogia com
um conhecido sistema unidimensional, que aparece no estudo da dindmica de
um sistema em que uma massa m se movimenta, sem atrito e devido a forca

de uma mola linear de constante k, apos ser deslocada do equilibrio:
mx+kx=0

Veja que a forma da equagdo é muito parecida com a que obtemos ao
linearizar as equacoes de Lagrange. Em todo caso, nesse contexto do sistema
massa-mola a constante k s6 tem sentido fisico se for positiva, o que garante

solucdes do tipo x(¢)=Ae™ + Be™

para a equacao de movimento, isto é,
solucoes oscilatorias. Mas, matematicamente, nada impede que tenhamos uma
equacgao analoga s6 que com k negativo. Nesse caso, as solugbes sao do tipo
x(t)= Ae” + Be” e que, agora, indicam a possibilidade do sistema “explodir”

para o infinito para ¢ grande (o que néo acontece em um sistema que oscila).



O importante dessa analogia é que a constante k é que tem grande
influéncia no comportamento do sistema massa-mola apds pequenos
deslocamentos em torno do equilibrio: para valores positivos de k, obtemos
solucoes oscilatorias e, portanto, com certa estabilidade em torno do ponto de
equilibrio; enquanto que para k negativo as solucdes sao exponenciais, podendo
se afastar arbitrariamente do equilibrio, o que caracteriza instabilidade.

Essa discussao toda é um indicativo que, ao menos intuitivamente, faz
sentido que o equilibrio do nosso sistema conservativo genérico N-dimensional
tenha alguma relacdo com a matriz de rigidez K. Mas, se essa comparacao nao
foi convincente o suficiente, vamos analisar o que exatamente significa essa

matriz de rigidez. De maneira explicita, ela é dada por:

vy
q; 9q,09, 9g,0q,
K| OV 3’V 3’V
a%ﬁ‘]l Bq,f GQkaQN
azv DK azv .o _an
3g,94, 3g,94, gy, .

Ora, temos uma matriz NxN em que os elementos sao as derivadas
segundas de uma funcéo avaliadas em um ponto (no caso a funcéo potencial
avaliada no ponto de equilibrio), sendo que essa funcdo é admitida
diferenciavel duas vezes e com derivadas continuas. Imediatamente segue disso
que a matriz de rigidez nada mais é do que a chamada matriz hessiana da
funcao potencial, afinal as duas sdo definidas de modo idéntico. Isso significa
que essa matriz pode nos dar informacoes valiosas sobre o ponto de equilibrio
encontrado: é possivel saber se P, ¢ ponto de maximo, minimo ou sela da
funcdo potencial. E veja que isso de fato ja4 nos ¢é suficiente para
estabelecermos um critério para a estabilidade do ponto de equilibrio.

Pensando fisicamente, se P, for um ponto de méximo do potencial, um
pequeno deslocamento tende a diminuir a energia potencial, o que se traduz
em energia cinética e, consequentemente, velocidade cada vez maiores e,
portanto, um afastamento crescente desse ponto de equilibrio. Se
recuperarmos nossa definicdo de estabilidade de pontos de equilibrio, esse
comportamento se aproxima bastante do que se entende por equilibrio
instavel: pequenas perturbagoes causando afastamento arbitrarios. Além disso,
como pontos de sela, por defini¢do, se comportam como pontos de maximo ou
minimo, dependendo da dire¢do em que ha a perturbacao, é natural incluirmos
esses pontos como sendo de equilibrio instavel também.



Por outro lado, se P, é ponto de minimo, um pequeno deslocamento
significa um acréscimo na energia potencial. E de se esperar, entao, que ao ser
liberado nessa configuragao, o sistema tenda a diminuir o potencial (afinal essa
é a tendéncia natural de qualquer sistema), mas isso significa voltar
justamente para o ponto de minimo P,. Como temos uma situagdo em que
pequenas perturbagbes retornam o sistema ao ponto original é possivel
classificar o equilibrio como estéavel.

Tentando resumir todo o desenvolvimento dessa secdo, seria interessante
destacar o seguinte: ao analisarmos a estabilidade dos pontos de equilibrio,
estamos interessados no efeito que pequenas perturbacdes ao redor desses
pontos causam no sistema; essa definicdo nos levou a ideia de linearizacao das
equagoes de movimento em torno de um ponto de equilibrio, o que fizemos
obtendo energias cinética e potencial quadraticas para colocarmos nas
equagoes de Lagrange; com as equagoes de movimento linearizadas, entao,
percebemos que a matriz de rigidez deveria exercer um papel fundamental na
estabilidade de suas solugoes; de fato, em seguida identificamos essa matriz
como sendo a matriz hessiana da fun¢éo potencial e, por fim, concluimos que o
problema de classificacdo de estabilidade de pontos de equilibrio se resumia a
um problema de classificacdo de pontos criticos de uma funcado, associando
estabilidade com pontos de minimo do potencial e instabilidade com pontos de

maximo ou de sela.

5. APLICACAO A ANALISE DO EMSC

Com todas essas novas ferramentas em maos, podemos voltar ao sistema
proposto no EMSC e estudar a estabilidade dos pontos de equilibrio. Na
realidade, vamos nos limitar a analisar o equilibrio em torno da origem O(0,0),
uma vez que poderemos fazer conexdes interessantes com a discussdo sobre a
bifurcacdo do sistema e o surgimento dos novos pontos de equilibrio
simétricos.

Para realizar essa analise, entdo, precisamos escrever as energias cinética e
potencial quadraticas, que denotaremos por T, e V, respectivamente, em torno
da origem. Comecando pela energia cinética, é facil ver que ela ja é quadratica
em X e y, o que nos da o seguinte:



Para o potencial quadratico precisaremos realizar todas as derivadas
parciais de segunda ordem da funcdo potencial que ja obtivemos para
montarmos a matriz de rigidez. Apés um certo trabalho algébrico, é possivel

ver que:
2
% =2k(1—a)
ox 0.0)
2 2 2 1_
| ev) v, —ve[ ] k(1-a) 0 [x]
0xdy ©00) dyox ©00) 0 2k y
2
A7
9" |00,

Assim, colocando essas expressoes nas equacoes de Lagrange, de fato

obtemos um sistema linearizado em torno da origem:

I H M N

De qualquer forma, vamos nos voltar para a matriz (hessiana) de rigidez.
Para analisarmos o equilibrio, precisamos decidir se a origem é um ponto de
maximo, minimo ou sela e, para tanto, é preciso calcular seu determinante,

que é dado por:

detK >0, sea<1
detK =4k*(1-a)=1{ detK =0, sea=1
detK <0, se x> 1

Veja que o determinante depende do valor do nosso parametro o, que,
recordando, estd relacionado com o estado original da mola.
Consequentemente, a estabilidade do equilibrio na origem também depende
desse parametro, o que ja indica de que forma faremos alguma relacgao com o

diagrama de bifurcagao.



Vamos, entdo, analisar com maior cuidado as trés situagdes possiveis para
o determinante. Do célculo, sabemos que para 2 dimensdes um ponto é de
minimo se o seu determinante hessiano é positivo e o primeiro termo da
diagonal principal também. Para a </ é justamente isso o que acontece, de
modo que podemos concluir que na situagao de molas inicialmente alongadas a
origem é um ponto de equilibrio estavel.

Por outro lado, temos que quando o determinante é negativo o ponto em
questao é um ponto de sela. Segue imediatamente que para a>1 a origem é
um ponto de sela do potencial e, portanto, quando as molas estao inicialmente
comprimidas a origem apresenta um equilibrio instavel para o sistema. Por
ultimo, quando a =1 o determinante é nulo e a anélise via hessiano nos diz
que nada se pode afirmar sobre o ponto em questdao quanto sua classificacao
como extremante do potencial.

Nesse ponto, podemos retornar a bifurcagdo dos pontos de equilibrio. J&
mostramos que para a </ o tnico ponto de equilibrio razoavel era justamente
a origem e que para o >/ surgiam dois outros pontos simétricos em relagdo ao
eixo y. Ora, a=1 é justamente a situacao limitrofe, em que o equilibrio inicia
sua bifurcacao. Do ponto de vista da estabilidade desses pontos, a situacao é
bastante analoga: a origem comeca como sendo um ponto de equilibrio estavel
e, apos a situacdo limitrofe, torna-se instavel. E possivel mostrar, ainda, que
0s novos pontos simétricos sdo, de fato, estaveis.

Para finalizar, é interessante deixar claro o que esta acontecendo com o
potencial conforme variamos «. Para a <[ temos que o potencial tem um
tinico ponto de minimo; esse ponto entao se torna um ponto de sela para o > I
o que origina dois “pocos” de potencial, ou seja, dois novos minimos simétricos
em relacdo ao eixo y. Essa configuracdo no potencial incita a formacao dos
chamados atratores estranhos, fen6menos tipicos de sistemas cadticos e
presentes na teoria de caos desde seus “primeiros passos”’, mas cujos detalhes
fogem do escopo desse texto.



6. SIMULACAO

Para a simulacao, consideramos a massa da particula m=>50g, a distancia
entre as extremidades (pontos A e B) de 0,5m, e a constante elastica da mola
k=10 N/m. Para cada sistema, hd uma condi¢do inicial diferente e um
comprimento natural de mola diferente. E possivel visualizar cada condicio

inicial nas imagens abaixo:
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Analisaremos o sistema nestas quatro condicbes distintas, que

consideramos interessantes para entender o comportamento do sistema.

1. A mola est4 inicialmente esticada (¢=0.2) : H4 um e somente um ponto
de estabilidade na propria posi¢ao inicial da particula.

2. A mola estd em posigdo natural inicialmente (a=1): Essa é uma
condicao limite do sistema. A partir deste valor, o sistema passa a ter 3
pontos de estabilidade, ao invés de somente 1.



3. A mola estd em compressdo inicialmente (a=1.4): O sistema admite
dois pontos de equilibrio estavel simétricos e um ponto de equilibrio instavel
na posicao inicial.

4. A mola estd numa compressdo maior (a=2): o comportamento do
sistema é mais cadtico e apresenta os trés pontos de equilibrio, como o

anterior.

6.1 POTENCIAL

Como ferramenta de andlise do sistema, obtemos o grafico de energia
potencial em funcdo das coordenadas da massa. Os valores de energia
potencial estdo expressso em Joules, onde cores mais escuras correspondem a
potenciais mais baixos e cores mais claras correspondem a potenciais maiores.
Também é possivel visualizar uma superficie z(x,y), que representa um
analogo ao potencial gravitacional.

Potencial 1 (para a =0,2) [ J] Potencial 2 (para o =1) [ J]

Para as duas primeiras simulagoes é possivel visualizar na sua superficie
uma espécie de poco de potencial. Caso a particula seja posicionada em
qualquer ponto na vizinhanga do ponto de estabilidade (x=0, y=0), entéo a
tendéncia é ela “cair” nesse posso, ou seja, oscilar em torno do ponto de
estabilidade. No caso da segunda simulacao é possivel ver um certo
alargamento do poco. Isso é devido ao valor de a=1, um caso limite onde os
“pogos” tenderao a bifurcar para dois lados opostos.




Potencial 3 (para o =1,6) [ J] Potencial 4 ( (7]
otencia para o = 2) | .
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Para as duas tultimas simulagoes, onde a>1 ja é possivel ver dois pocgos
distintos, e um ponto de sela na coordenada (0,0). Este ponto de sela (que
assemelha-se com uma sela de cavalo) é o que faz este ponto ser instavel, pois
se imaginarmos uma particula na vizinhanca com uma leve perturbacao, ela
tendera a se afastar deste ponto. Por outro lado, na vizinhanca dos pocos, a
particula sempre tendera a oscilar em torno de um pogo (ou dos dois, como
veremos a seguir). Os pontos mais claros desse potencial (onde se concentram
dois “bicos”) sdo as singularidades da forga elastica, ou seja, o potencial nao é
diferenciavel nesse ponto, logo nao ha gradiente que defina a direcao da forca
nesse ponto. Enganosamente parece um ponto instabilidade no intervalo de
analise, porém nao é possivel concluir nada a respeito da estabilidade nesse
ponto por meio das ferramentas matematicas.

Fisicamente, esses dois pontos representam a ligacdo das molas ao
espaco. Logo, é de se esperar que elas nao tenham nenhuma direcao definida
de forga (é dificil imaginar para que diregdo uma mola comprimida a 1=0 ira
depois de ser liberadal)

6.2 MOVIMENTO DA PARTICULA

Agora que discutimos o suposto comportamento da particula devido ao
potencial presente, entao foram feitas simulagoes dos movimentos nas quatro
condicoes. A trajetéria representa o movimento da particula ao longo de um
tempo de 10 segundos. A imagem mostra, além da trajetoéria da particula, o
potencial em escala de matiz (vermelho maior potencial, azul escuro menor
potencial) e os dois pontos de fixacdo das molas (em preto). As particulas
foram liberadas nas posi¢oes descritas pelas ilustracoes anteriores.




Simulacao 1 (para o = 0,2)
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Simulagao 2 (para o = 1)
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Como previmos, para as primeiras simulagdes a particula oscila em torno
do “poco” de potencial. E interessante notar que a particula nos dois casos
segue um movimento bem regular e periddico. Linearizando a equacao da mola
em torno de (0,0) e resolvendo as equagoes diferenciais (que nao faremos aqui)
é possivel notar uma parametrizacdo de (x,y) em funcdo de t, em funcao de

0.6



termos em seno e cosseno. Por conta disso, gera-se um padrdo regular e
simétrico que vimos nessa simulacdo. Existem curvas que exibem um

comportamento similar que se chamam “curvas de Lissajous”.

Simulagao 3 (para o = 1,6)
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Simulagao 4 (para o = 2)
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Para as duas tultimas oscilagoes, devido a a>1, ha dois pontos de equilibrio
estaveis. Logo a particula tende claramente a oscilar em torno deles. Como ha
energia o suficiente para a particula “atravessar” de um lado para o outro, ela

também tende a oscilar no outro pocgo.



X [m/s]

E interessante esse comportamento, pois uma leve diferenca na posicéo
inicial leva a trajetorias totalmente diferentes. Talvez a particula oscile em
torno de um poco, ou em torno dos dois. A primeira vista também nio é
possivel ver se a particula alternard de poco ou permanecera no mesmo apos
uma oscilacdo, ou seja, para a>1, o comportamento se torna cadtico. A grosso
modo, um sistema cadtico é um sistema dindmico que com pequenas
perturbagoes iniciais, ele sofrerd grandes mudancgas na sua trajetéria, que a

principio nao parecem tao 6bvias de se prever.

6.3 ESPACO DO FASES

A fim de podermos visualizar comportamentos interessantes sobre o
sistema, as vezes é 1til termos um espaco de fases. Um espago de fases é um
espago n-dimensional constituido por n varidveis (arbitrarias e que nos
interessam) de um sistema dindmico. No caso, podemos considerar um espago
de fases constituido por x versus velocidade em x ou y versus velocidade em y.

Os espacos de fase que escolhemos estdo relacionados com energia
potencial e energia cinética. Plotando o grafico deles em cada condicao

podemos obter resultados interessantes.

Simulagio 1 (para a = 0,2) — X por X Simulagao 1 (para a=0,2) — Y por Y
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Para a primeira simulacao, podemos ver que o espaco de fases nos dois
graficos sao um conjunto de curvas fechadas que se aproximam para uma
elipse. Isso é um comportamento caracteristico para sistemas que apresentam
estabilidade. Também podemos interpretar a curva como sendo
aproximadamente uma elipse que satisfaz a equacao:

)
X X
>t 2=1
a b

Sendo a e b constantes quaisquer. Mas para pequenas perturbagoes em x
nao considerando o movimento em y (como sendo desprezivel), entdo o
potencial V da mola e a energia cinética K (escolhendo-se as constantes
adequadas) podem ser aproximados como:

-2 2
sz—z esz—2$K+V=1
b

a

A dltima equagdo impoe que a energia mecanica (V+K) é constante, o que
condiz com a situacdo dos sistemas conservativos que estamos analisando.
Claro que é apenas uma interpretacdo aproximada e sujeita a imprecisdes, mas
é possivel ter um pouco de intuicdo sobre o porqué das curvas fechadas, neste
caso em que as oscilagdes sdo regulares, relativamente pequenas e o potencial é
quase simetricamente radial.

Simulagio 3 (para a =1,6) — X por X Simulacio 3 (para a =1,6) — Y por Y
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Para estas duas tltimas simulagoes ¢é possivel visualizar padroes
interessantes. O que mais se destaca é o fato de ter duas “Orbitas” que
aparentemente representam os dois pontos de estabilidade do sistema. Para a
altima simulacdo, mais cadtica, essas curvas se comportam muito menos
regularmente e seguem uma Orbita muito menos definida. Intuitivamente o
conceito desses espacgos de fases apresentam um tipo de comportamento de
periodicidade e estabilidade do sistema dinamico.



